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1 Potencije

Zaa,b € R\ {0} te m,n € Z vrijedi:

e a’=1
e al=a
e am-a"=a™"; a™:a" =g "

° (am)n — am%
® = —

Gornja pravila vrijede i za m,n € R pod uvjetom da je a,b € RT, gdje je
R* ={z e R,z > 0}.

e an =VamrzameZ,neN, aqeRT

KVADRATI BINOMA, RAZLIKA KVADRATA

e (a+0b)*=a’+2ab+b* (kvadrat zbroja)
e (a—0)?=a%>—2ab+b* (kvadrat razlike)

e o’ —b*=(a—0b)(a+b) (razlikakvadrata)

KUB BINOMA, RAZLIKA I ZBROJ KUBOVA

e (a+0b)®=a*+3a*h+3ab’>+ 0> (kub zbroja)

(@ —b)* =a®— 3a®b + 3ab*> — b*  (kub razlike)

a® =0 = (a—0b)(a®*+ab+b?) (razlika kubova)

a® +b* = (a +b)(a® — ab+ b?)  (zbroj kubova)



1.1 Zadatci
1. IzraCunajte:
(a) (a3)6n + (a9n)2 _ (aﬁn)S
(b) (2n+1+2m)2_

a®+ b3
ad _ it

2. Skratite razlomak

a® —1

3. Skratite razZlomak —.
at+a?2+1

4. Pojednostavite sljedece izraze:

2,41
:L‘—f—z

a) ——2—
@) r+1-1

22y + 21° . 4x% — 492
122 — 6y~ 1622 — 4y?’

42239%2%  25abe
35a2bc  2lxyz’

(c)



9z N r—3 . 1
3 =27 22+4+3x49 x-3

5. IzraCunajte

2522 — 30ay + 9y 252% — 9y

6. IzraCunajte 022 1 122y + 4y® 027 — dy?

x3—1.x2—|—2x—3

7. IzraCunajte B8 a2_4

2a n da X a
1?2 —dr+4 1?-4 w42

8. IzraCunajte



p2ety 4 prt2y 4 prty+2

9. Skratite razlomak Ty Ry

. 1 1
10. IzraCunajte [(? — 1) |

11. IzraCunajte:

(a) V16a-12b~8

(b) V/—32a5b10,



5v/3 + 27

12. Racionalizirajte nazivnik ———

5v/3 — 27

. T+ V2 -4 r— Va2 —4\2
13. Izracunajte( 5 — 5 > .

14. Tzralunajte Va2b323 : Vadb2xt.

15. Izratunajte v/z : V/22 - V/25.



16. IzraCunajte

@ (v —y): (Vo —y)

() (a+b): (Ja+ V).



2 Kvadratne jednadzbe

Jednadzba oblika
ar’ +bxr+c=0

naziva se kvadratna jednadzba. Brojevi a, b, c € R zovu se koeficijenti jednadZbe,
pri cemu je a vodeci koeficijent, a # 0, dok je ¢ slobodni ¢lan.
RjeSenja kvadratne jednadzbe su dana s

—b £ Vb?% — 4ac

2a

T12 =

Realni broj D = b? — 4ac naziva se diskriminanta. U ovisnosti o vrijednosti
diskriminante tri su moguca tipa rjeSenja kvadratne jednadZbe:

1. D>0 x1,%2 € R, x1 # x9 (dva razliCita realna rjeSenja)
2. D=0 1 = x5 € R (dvostruko realno rjeSenje)
3. D <0 r, = u+vi, xy = u—wvi, ab € R (par konjugirano

kompleksnih rjesenja).

Skup kompleksnih brojeva C = {z| z = u +vi, w,v € R}, i=+/—1.

VIETEOVE FORMULE

Za rjeSenja kvadratne jednadzbe vrijedi
X1+ Lo = ——
a

C
1 T2 = —
a



2.1 Zadatci

1. Rijesite u skupu C sljedece jednadzbe:

(a) 422 — 25 =0

(b) 22+ 52 =0

(c) 922 — 122 — 23 =0

(d) 222 —22+5=0

10



r+1 2z 9(z+5)
2r+6 33—z 222-—18

2. Ne rjesavajuci jednadzbu 32*> — z — 4 = 0 odredite vrijednost sljede¢ih
izraza (z1 1 x5 su rjeSenja te jednadzbe):
(@) x1 + 1
(b) @1 -1y
(c) =%+ x3
(d) 3 + 3.

4 2
3. Rijesite jednadzbu z° + (—) —17.
T

11



4. Rijesite sustav jednadzbi

2%+ 4y* =20
3% — y? = 47.
5. Rijesite sustav jednadzbi
ry = 16
T — 3/xy — 2y = 2.

12



6. Rijesite sustav jednadzbi

v+ xy? =4

13



3 Iracionalne jednadzbe

3.1 Zadatci
1. Rijesite jednadzbu V4 —3x:vVbr+9=2:3.

2. Rijesite jednadzbu 2 + vz — 16 = \/z

3. Rijesite jednadzbu 2x + V422 — bz +3 = T.

14



4. Rijesite sustav jednadzbi

ry =16
T — 3/xy — 2y = 2.

15



4 Algebarske jednadzbe viSeg reda

Zadatak. RijeSite jednadzbe:

1. 23 =322 —4x+12=0.

2. 23+ 2122 4+ 21z +1 = 0.

16



3. 2723 + 10522 — 175z — 125 = 0.

4. x° —4a2® + 822 — 32 =0.

17



5 Kbvadratne nejednadzbe

Polinom f(z) = ax?®+bx+c, a # 0 drugog stupnja zove se kvadratna funkcija.

Graf ovog polinoma je parabola s tjemenom 7’ ( —

Rjesenja jednad’be az? + bx +c = 0suxy o =

diskriminanta.

—b++D
2a

Ako je a > 0, onda prabola ima otvor prema gore.

Y D >0

y=ax’+br+ec

y>0 y>0

y<0

y >0 za x € (—o0, ) U (2, 00)

y <0 zawx€ (x,o2)

y=az’ +br+c

y>0 y>0

T =12y

y >0 zaz € R\{x}

Slika 1: y = ax® + bx + ¢, zaa > 0

Ako je a < 0, onda prabola ima otvor prema dolje.

y>0zax€ (@)

y <0 zax € (—o0,21) U (x2,00)

y<0

y=ar’+br+c

D >0

Yy y <0 zaxeR\{z}

x =T

y<0 y<0

y=ax’+br+c

Slika 2: y = ax® + bx + ¢, zaa < 0

18

b 4dac — b?
2a’ 4a

. gdje je D = b* — dac

y=az’+br+c

y>0

z1, 22 € C\R

y > 0 za svaki x € R

y <0 za svaki x € R

x3,x3 € C\R

y<0

y=ar’+br+c

D <0



Zadatci:
1. RijeSite kvadratne nejednadzbe:

a) 22 —5x+4<0

b) —2?2—-22+3<0

c) > +2x+3>0

d) —z(zx—1)>1.

19



T —

2. Rijesite nejednadzbu 1 > 0.

— 4T

x—2 <0
(r—1)(x+3) —

3. Rijesite nejednadzbu

20



20 — 1

< 0.
T — 12

4. Rijesite nejednadZbu

Qo — 2
5. RijeSite nejednadzbu ———— < 0.
Tl —x—2

21



r—>5
6. Rijesit jednadzbu ————— < 0.
ijeSite nejednadzbu P P

z—1>0

7. Rijesite sustav nejednadzbi {
x° —2x > 0.

22



4oy — 22 > 0

8. Rijesite sustav nejednadzbi
22% — Tz + 3 > 0.

v,
=

9. Rijesite nejednadzbu

23



1
10. Rijesite nejednadzbu 2x — 1 < —.
T

11. Nadite skup rjeSenje nejednadzbe (z + 1)vVa? —x — 2 > 0.

24



6 Polinomi
Funkciju p: R — R oblika
p(2) = @™ + ap1 2"+ 4 a0x® + a1 + ag
gdje je n € N U {0}, te ap,a1,...,a, € R, nazivamo polinomom. Brojeve

ap, ai, - . ., G, Nazivamo koeficijentima polinoma p, a,, je vodeéi koeficijent i ag
slobodni ¢lan.

Ako je a,, # 0, tada je p polinom n-tog stupnja. Polinom n-tog stupnja ima to¢no
n kompleksnih nulto¢aka brojeci njihove kratnosti. Pritom kompleksne nultocke
dolaze kao parovi konjugirano kompleksnih brojeva, tj. ako je a + bi nultocka,
onda je a — bi takoder nultocka, gdje su a,b € R, b # 0.

Ako je ¢ nultocka od p, onda je polinom p djeljiv polinomom g(x) = x — c tj.

p(z) = (z = c)-h(z)

gdje je stupanj polinoma h jednak n — 1.

Zadatci. Odredite stupanj i nultocke sljedecih polinoma.

1. p(x) =7(x — 3)%(x + 5)

2. p(z) = 2% — 32* — 4w + 12

3. p(z) = 2° — 4a® + 82% — 32

25



6.1 Dijeljenje polinoma
Zadatci:

1. Nadite ostatak pri dijeljenju polinoma f(z) = 2°+x? polinomom g(z) = 2* + z + 1.

2. Nadite koli¢nik pri dijeljenju polinoma f(r) = 22° — 72° — 92* — 42 po-
linomom g(7) = 22" + 2* — 527 + 1.

26



6.2 Rastavljanje polinoma na faktore

Ako polinom p(z) = ap,2™ + ap 12" ' + -+ + asx® + a1z + ag s cjelobrojnim
koeficijentima ima cjelobrojnu nultocku c, tada je c djelitelj slobodnog ¢lana ay.

Zadatak: Rastavite polinom p(z) = 22* — 32> — 112 + 6 na realne faktore.

27



7 Funkcija

Neka su A i B neprazni skupovi. Funkcija f sa skupa A u skup B je pravilo po
kojem se svakom skupu x € A prodruzuje to¢no jedan element skupa y € B.

Ako je f funkcija sa skupa A u B, pisSemo f: A — B.

A B

Slika3: f: A— B

Element = nazivamo argument, a y = f(z) slika elementa .

Skup A zove se podrucje definicije ili domena preslikavanja f, a skup B podru-
¢je vrijednosti ili kodomena preslikavanja f. Za domenu funkcije f koristimo
oznaku D(f).

Skup Im(f) = {f(x): x € A} zovemo slikom funkcije f.
Neka su A, B i C neprazni skupovi, te neka su dane funkcije f: A — Bi

g: B — C. Kompozicija funkcija f i g je funkcija g o f: A — C definirana s
(go f)(x) =g(f(x)) zasve z € A.

gof

Slika 4: Kompozicija funkcija f i g

Neka su A i B neprazni skupovi, te f: A — B dana funkcija. KaZemo da
je g: B — A inverzna funkcija od f ako je (go f)(z) = x zasvex € Ai
(f o g)(y) = y za sve y € B. Inverznu funkciju funkcije f oznadavamos f~'.

28



Slika 5: g = f~! je inverzna funkcijaod f, f~': B — A

7.1 Realne funkcije realne varijable

Funkciju f ¢ija domena i kodomena su podskupovi skupa realnih brojeva zovemo
realnom funkcijom realne varijable.

Obicno pisSemo f: R — R, iako domena funkcije f ne mora biti cijeli skup R,
nego skup svih z € R za koje je f(z) dobro definiran.

1

Npr., ako je f: R — R zadana f(x) = —, tada je prirodna domena funkcije f
x

skup D(f) = R\{0}.

7.2 Parnost i neparnost

Funkcija f je parna ako iz z € D(f) slijedi —x € D(f), te vrijedi f(—z) = f(z)
zasve x € D(f).

Graf parne funkcije je simetricna s obzirom na os y, (slika 6, lijevo).

Funkcija f je neparna ako iz x € D(f) slijedi —z € D(f), te vrijedi f(—xz) = — f(z)
zasve x € D(f).

Graf neparne funkcije je centralno simetricna s obzirom na ishodiSte (slika 6,
desno).

Neka je f~! inverzna funkciji f. Graf od f~! je simetri¢an grafu od f s obzirom
na pravac y = x (slika 7).

Tocka ¢ € D(f) je nultocka od f ako je f(c) = 0.

29



Slika 7: Grafovi funkcija f i f~1

Zadatci:

1. Akoje f(x) =2z — 31ig(z) = x + 3 nadite fo g, go f.

1— 22

T2

2. Akojeg(z) =1—2%i(fog)(z) = (z # 0), nadite f(%)

30



3. Odredite koje su od danih funkcija parne, koje neparne, a koje nisu niti
parne niti naparne.

a®* — 1
@ flz)=—3

z—1
® /@) =

x+3>

© f(@) = (>—

(d) f(z)=sin(cosx)

31



8 Eksponencijalne i logaritamske funkcije

8.1 Eksponencijalna funkcija f(z) = a”

Ukoliko se varijabla funkcije javlja se u eksponentu, primjerice f(t) = 3’ ili
g(s) = 7, h(zx) = (}l)x govorimo o eksponencijalnoj funkciji. Pritom zahtije-

vamo da je baza pozitivna kako bismo izbjegli imaginarne brojeve poput (—2)% =2
Eksponencijalna funkcija je svaka funkcija oblika
f(x)=a", (a>0, a#1).

definirana za svaki realni broj x. Konstantu a nazivamo bazom funkcije.

e Podrucje definicije eksponencijalne funkcije je cijeli skup R.

e Skup vrijednosti eksponencijalne funkcije je skup pozitivnih realnih brojeva
R*.

e Eksponencijalna funkcija nema nultocki.

Graf eksponencijalne funkcije

Ovisno o vrijednosti baze razlikujemo dva slucaja:

1. a>1 II. O<axl1
YA y

f(x) = a*, (2, a? f(x) =a¥,
’ as 1 Deael
. (1,a"h

(1,a" (-1,a™ 0.1)
(-1,a™ n (0, /(Z,az)

(—P—‘?/I/T/‘ B T I I |

-4 =3 =2 =1 12343' -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 X
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Primjer. Nacrtajte garafove sljedecih funkcija:

1\ %

f) =2 r®=3)

Osnovna svojstva eksponencijalne funkcije i njezinog grafa
1. Funkcijay = a"rastezaa > lipadazaO <a < 1.
2. Graf funkcije y = a” sijeCe os y u tocki (0, 1).

3. Za f(x) = a” vrijedi

4. Funkcija f(z) = a” je bijekcija.
5. Svojstvo injektivnosti eksponencijalne funkcije.

Funkcija f(z) = a” je injektivna, tj. iz a™ = a™ slijedi z; = 5.

Matematicka konstanta ¢ Uz broj 7 u brojnim prirodnim zakonima istice se u
matematici jo§ jedan iracionalan i transcedentan broj, broj e. Matematicka kons-
tanta e nazvana jo$ i Eulerov broj ili Napierova konstanta je baza prirodnog loga-
ritma i njegova pribliZna vrijednost iznosti

e = 2,7182818284590...

Oznaku e uveo je Svicarski matematicar Leonhard Euler 1727. godine. Funkcija
oblika f(x) = e” naziva se eksponencijalna funkcija uz bazu e.

33



8.2 Zadatci:

Rijesite sljedece jednadzbe:

1. 0,1 =100

2. 0,223 =5

3. 43:Jc+2 —64 - 22m—4

4. 37 — 4.3 =45

5. 37 4 30t = e

34



6. 2.8 —16=0

7. 4% + 6% =2-9%.
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8.3 Logaritamska funkcija f(x) = log, x

Logaritamska funkcija s realnom bazom a je funkcija oblika
f(z) =log,z, (a>0, a#1).
Konstantu a nazivamo bazom funkcije.

e Podrucje definicije, domena logaritamske funkcije je skup pozitivnih real-
nih brojeva R™.

e Skup vrijednosti, slika logaritamske funkcije je skup realnih brojeva R.
e Logaritamske funkcije imaju nultocku za xy = 11 to je tocka (1, 0).

e [ogaritamska funkcija s bazom a i1 eksponencijalna funkcija s istom bazom
a medusobno su inverzne funkcije. Naime, za a > 0ia # 1 vrijedi,

logaritamski oblik eksponencijalni oblik
y =log, x == r = a’.

Brojna svojstva logaritamske funkcije direktna su posljedica veza funkcije 1 njezi-
nog inverza. Primjerice, ako je f(x) = a®, a > 0,a # 1, onda je inverzna funkcija
fH(x) = log, = i vrijedi:

i ((fofil)(x) =x,r € ]R) 2N (f(ffl(gg)) - x) PN (f(logax) — glogaT _ x)
o (fof)(x)=a,2€(0,+00) & (f(f(z) =2) < (f ' (a”) =log, a” = )

Svojstva logaritamske funkcije Akoje a > 0ia # 1, onda vrijedi:

1. log,1 =0, log,a=1

log, a" =z, a8 =g, x>0
2. Ako su pritom M, N > 0, onda vrijedi:
a) log, M - N =log, M +log, N
b) log, % = log, M —log, N
c) log, M? =p-log, M
d) log, M = %loga M

e) (log, M =log, N) <= (M = N)

36



3. Promjena baze logaritamske funkcije

1
log, > = o8y ¥

Graf logaritamske funkcije

, b>0,b# 1 specijalno log, x =
log, a

Ovisno o vrijednosti baze logaritma razlikujemo dva slucaja:
I.

a>1
y f(x) =log, x

Primjer. Nacrtajte garafove sljedecih funkcija:

Y

J(x) = logs x

37
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1
log, a’

0<ax<l1

f(x) = log1x
2

S =logix




Grafovi funkcija a” i log,  simetri¢ni su obzirom na pravac y = x.

Osnovna svojstva grafa logaritamske funkcije
1. Funkcijay = log, xrastezaa > lipadaza( < a < 1.
2. Graf funkcije y = log, « sijeCe os  u tocki (1, 0).
3. Funkcija f(x) = log, « je bijekcija.

4. Svojstvo injektivnosti logaritamske funkcije.
Funkcija y = log, « je injektivna, tj. iz (log, 21 = log, 72) = (21 = x2).

5. Dakle, za f(x) = log, z,a > 0ia # 1, vrijedi

D(f) = (0,400), Im(f)=R.

Dekadski i prirodni logaritam

e Ako je baza logaritma a = e uvodimo oznaku In z = log, . Ovu funkciju
nazivamo prirodni logaritam.

e Ako je baza logaritma a = 10 skraceno zapisujemo log xz = log;,z. Ovu
funkciju nazivamo dekadski logaritam.
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8.4 Zadatci

1. IzraCunajte:

(a) 10087

(b) (\/E)?)—Q log 2'

2. IzraCunajte:

1

log. —

(a) log; 9
(b) log K V4.

2log2 +log7

3. IzraCunajte I+ 1og2.8

4. IzraCunajte 2logs V5 + 3log, 8.

39



Logaritamske jednadZbe Rijesite sljedece jednadZbe:

5. (a) log% r=—2

1
(b) logs x = log; 20 — 5 log; 16

(c) log, <log2(3x2 - x)) =0

(d) 422042 — g0 4 5.

40



9 Trigonometrijske funkcije

Mjera kuta

Mjeru kuta izrazavamo u stupnjevima ili radijanima. Svakom kutu « pridruzujemo
glavnu mjeru kuta o' iz skupa 0 < o/ < 360° tako da vrijedi

a=a +k- 360°, keZ.

Stupanj
Ako se pocetna i krajnja zraka kuta podudaraju, zatvaraju kut od 0°, odnosno 360°.

1
1° = — cijelog k
360 clelog uta

Radijan
Radijanska mjera' kuta odreduje se kao omjer duljine luka [ sa srediste u vrhu
kuta i polumjera r te kruZnice.

o

- 2rm o

l °
arad = - = 300 @ or

r r 3600

o

Pretvorba kuta «v iz stupnjeva u radijane: arad = 180° s
) .. ) . «arad o
Pretvorba kuta « iz radijana u stupnjeve: a° = - 180
s

Primjer.
1. Kutove dane u stupnjevima zapiSite u radijanima:
i) 150° = —45° =
il) 270° = —300° =

2. Kutove dane u radijanima zapiSite u stupnjevima:
i)

1)

o wly
>~

Radijanska mjera je broj¢ana vrijednost, neovisna o jedini¢noj mjeri.
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Trigonometrijske funkcije Siljastog kuta

Trigonometrijske funkcije Siljastog kuta definiramo kao omjer stranica pravokut-
nog trokuta.

. a  nasuprotna kateta b  prilezeéa kateta
sina = — = : cosq = — = -
c hipotenuza c hipotenuza
a  nasuprotna kateta b prileZeca kateta
tga = - = — ctga = — =
b prileZeca kateta a  nasuprotna kateta

Primjer. U praznine unesite odgovarajuce duljine stranica.

sihna == sinfl = siny=—
cosSa === Cosf === Cosy=r—
H H H
tga=— tgf=— tgy=m—
L] L] L]
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Primjer. Odredite traZene kutove:

/30 o

/! N sin 60° = cos 60° = tg 60° =
1/ \u
b sin 30° = cos 30° = ctg 30° =
/(\_\ / by
VAR 1 [ 8

b | =

3

1 sin45° = cos45° = tg 45° =

—

] 30 45 ol 90 180
o
0 = = = : -
] i 3 2
. 1 7 5
$in e 0 — L Vi 1 0
2 2 2
i 7 1
COs & 1 N = — 0 -1
2 F 2
1
tec 0o = s R = 0
w3
1
clea an Ji 1 = 0 o0
i . \ J
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Osnovne trigonometrijske formule

. 9 9 sin a 1
sin” o + cos” o = 1, tga = , tga =
COS & ctg o
sin 2a = 2 sin ac cos cos 2o = cos® o — sin? o
« a— a a—
sina + sin f = 2sin ;—BCOS 25, sina — sin 8 = 2 cos ;Bsin 26
Q a— Q a—
cosa + cos f = 2 cos ;—5608 25’ cosa — cos f = —2sin ;—5sin 2ﬁ

9.1 Trigonometrijska kruznica

Preslikavanje koje realne brojeve ¢t € R, pridruzuje toCkama jedinicne kruZnice
E(t) € R? nazivamo eksponencijalno preslikavanje ¢ — F/(t). Brojevna kruz-
nica je jedini¢na kruznica ¢ijim to¢kama eksponencijalnim preslikavanjem pridru-
Zujemo realne brojeve. Neka je ¢ po volji realan broj, a £/(¢) njemu odgovarajuca
tocka na brojevnoj kruznici. Tada je F(t) = (cost,sint). Vrijednost funkcije
kosinus jest apscisa, a vrijednost funkcije sinus jest ordinata tocke E(t).

oA

//, T
i E() - -1t

£ E) |~ Bt cos t.sin )

sin t

(U cos t 0 7

Slika 8: Brojevna kruZnica

Primjer.

1. Sluzedi se Slikom 8, zapisi koordinate to¢aka kojima odgovaraju dani kutovi
na jedini¢noj kruZnici:

i -3
i) 420° — &
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2. Sluzeci se Slikom 8 odredite kojim kutovima (i kojim kvadrantima) pripa-

daju tocke dane sljede¢im koordinatama:

1) (\/757 _\/75)
i) (1,0)

Primjer. Pomocu brojevne kruZnice odredite koordinate tocke E(%) iE (%), te

s 3 s ™ 3 3 s
cos 3, sin g, cos 7 isin 7.
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9.2 Trigonometrijske funkcije

Funkcija sinus

Zadatak. Uz pomo¢ brojevne kruZnice odredite traZzene vrijednosti sinusa.

Am 2 21
0 7
5 T sin — =
6, 6 6
. om
sin — =
T 0 6
. Im
sin — =
= 11 6
6 6 o 11x
sin — =
8?” 3ml 10_” 6
2 6
Svojstva funkcije sinus:
1 ‘ 1
mT—t t t,t+2m,t+4m, ..
t—2m,t— 4m,...
1 X 1 X
sin(—t) = —sin(t) sin(mr —t) =sint sin t = sin(t + 2km), keZ
Funkcija sinus je neparna funkcija, tj. vrijedi sin(—z) = —sin x.

Funkcija sinus je periodi¢na funkcija s temeljnim periodom 27, tj.

sin(x 4+ 2km) =sinz, k€ Z.
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Zadatak. Rijesite sljedece jednadzbe:

1) sinx = ?

2) siny = ——

Graf funkcije sinus:

/'\ t f(x)=sinx

e Podrucje definicije funkcije sinus je skup realnih brojeva R, Dy, = R .
e Skup vrijednosti funkcije sinus je interval [—1, 1], Img, = [—1,1].

e Nultocke su: Ny, = {kr|k € Z}.
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Funkcija kosinus

Zadatak. Uz pomo¢ brojevne kruZnice odredite traZzene vrijednosti kosinusa.

t,t+2m,t +4m, ..
t—2m,t—4n,...

An 2 2m
5 & m
5t s Ccos — =
0 6 6
5%
COS F =
T 0
T
COS —— =
L 117 6
6 6 117
8 COS —— =
?n 3 10_” 6
2 6
Svojstva funkcije kosinus:
T—t t
1x 1 x
T+t ~t,2m—t
cost = cos(—t) cost = —cos(m — t) cos t = cos(t + 2km), keZ

Funkcija kosinus je parna funkcija, tj. vrijedi cos(—z) = cos x.

Funkecija kosinus je periodi¢na funkcija s temeljnim periodom 2, tj.

cos(x + 2km) = cos x,

ke Z.



Zadatak. Rijesite sljedece jednadzbe:

1) _1
cosx = 5

2) siny = ——
) sinx 5

Graf funkcije kosinus:

44
34

24

N=w51

e Podrucje definicije funkcije kosinus je skup realnih brojeva R, D, = R .
e Skup vrijednosti funkcije kosinus je interval [—1, 1], Im..s = [—1, 1].

o Nultotke su: Nyos = {g +krlk e Z}
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Zadatak. Koristeci svojstava funkcije kosinus i sinus popunite tablicu:

e

o <

1]

k|~

k|™

k| =

E|©

0

sint

t

sin

cost

RjeSenje zadatka:

|

sint
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Funkcija tangens

Svojstva funkcije tangens:

Y r=1
N 7= B
~_  |tet t
mT—t
0 1 (1.0) ¥
t
T+ 4.
sint tg (—t) = —tgt
tgt =
cost

Vrijedi:
-tg0=0, tgr =0, tgkr =0, k€ Z

3
- tg g, tg ;, tg (g + k:7r), k € Z nije definirano

Funkcija tangens je neparna funkcija, tj. vrijedi tg(—x) = — tgx.

Funkcija tangens je periodi¢na funkcija s temeljnim periodom 7, tj.

tg(x + km) =tgz, keZ.

Zadatak. Rijesite sljedece jednadZbe:
1) tgx =0

51
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T+t

tgt =tg(t + km), keZ



2) tgx =1

3) tgx = —g

Graf funkcije tangens:

w's

fix)=tgx

e Skup vrijednosti funkcije tangens je skup realnih brojeva R,
7
Dtg:R\{§+kw|kEZ}.

e Skup vrijednosti funkcije tangens je skup realnih brojeva, Im;, = R

e Nultocke su: Ny, = {km |k € Z}
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Funkcija kotangens

Svojstva funkcije kotangens:

1 ctg t (0.1)
1-\ = FE(t) T — t t
a
0|\« 1
T, = E(—t)
—t
ctg (—t)
cost ctg (—t) = —ctgt
ctgt = —
sint

Vrijedi:

3
- ctgz:(), ctggzo, ctg

2

(5+km) =0, kez

- ¢tg0, ctgm, ctgkm, k € Z nije definirano

Funkcija kotangens je neparna funkcija, tj. vrijedi ctg(—z)

(0.1)

T+t

ctgt = ctg(t + km), keZ

—ctg .

Funkcija kotangens je periodi¢na funkcija s temeljnim periodom 7, tj.

ctg(x + km) = ctgz,

53
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Graf funkcije kotangens:

W
<

fix)=ctgx

e Skup vrijednosti funkcije kotangens je skup realnih brojeva R,

Dete = R\ {km|k € Z}.
e Skup vrijednosti funkcije kotangens je skup realnih brojeva, Imc.; = R.

e Nultocke su: Ny = {g + kr|k € Z}.
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Zadatak. Koristeci svojstava funkcije tangens i kotangens popunite tablicu:

tgt

ctgt

tgt

ctgt

RjesSenje zadatka:

tgt 0 ? 1 V3 - -3 -1 _% 0
ctgt  — V3 1 ? 0 -? -1 -3 -

tgt 0 % 1 3l - | -v3| 1 -% 0
ctgt - V3 1 ? 0 _? -1 -3 -
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9.3 Zadatci
1. Odredite vrijednosti preostalih trigonometrijskih funkcija (sin z, cos z, tgz, ctgx):

V3
2 )

1) sinx = cosz < 0

ii) cosx = —g, x € III. kvadrantu

iii) tgax = —/3, z € (3,

2. Rijesite dane jednadzbe:

(a) sindz = —1

1

(b) cos? (—x)
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(c) sin2x - cos3x =0

3. Rijesite jednadzbe:

(@) 2sin’z —3sinz+1=0
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(b) cos2x = coszx

(c) 2sin’z — 5sinzcosz + 3cos?x =0

(d) tg3x - cos2x =0

58



4. Rijesite u intervalu [0, 27) sljedece nejednadzbe:

(a) sinz > sin2x

(b) cos8x — cosdxr <0
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10 Transformacije nad grafovima funkcija

10.1 Horizontalna translacija
Neka je dana funkcija f i realni broj ¢ € R. Ako za funkciju g vrijedi
9(x) = flz —c), VeeD(f),

tada graf funkcije g nastaje horizontalnom translacijom grafa funkcije f u desno
ako je c > 0, odnosno u lijevo ako je ¢ < 0.

Primjeri
L flz)=2%  g(x)=(x—1)°
Tada je g(x) = f(z — 1), odnosno ¢ = 1, irije€ je o translaciji u desno za 1.

y
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2. f(x) =sinx, g(x) = sin(z + z)

2
. 7T T . .. ..
Tada je g(x) = f(z + 5), odnosno ¢ = —5 irijec je o translaciji u lijevo
T
Za 5
y
0 X
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10.2 Vertikalna translacija

Neka je dana funkcija f i realni broj k € R. Ako za funkciju g vrijedi
g(x) = f(z) + k, VeeD(f),

tada graf funkcije g nastaje vertikalnom translacijom grafa funkcije f prema gore
ako je k > 0, odnosno prema dolje ako je k < 0.

Primjeri

1. f(z) =22, g(z)=2*-1

Tada je g(x) = f(x) — 1, odnosno k = —1, i rije¢ je o translaciji prema
dolje za 1.

y

0 X
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2. f(x) =sinz, g(x) =sinz + 1

Tada je g(z) = f(z) + 1, odnosno k = 1, irijec je o translaciji prema gore
za 1.
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10.3 Skaliranje u smjeru osi y
Neka je dana funkcija f i realni broj A > 0 te funkcija g za koju vrijedi
g(x) = A- f(x), VzeD(f).

Amplituda grafa funkcije g se u odnosu na amplitudu grafa funkcije f povecala
za faktor A ako je A > 1, odnosno smanjila za faktor A ako je 0 < A < 1.

Primjeri

1. f(z) =sinz, g(x) =2sinx

Tada je g(x) = 2f(x), odnosno A = 2. Amplituda grafa funkcije g se
povecala za faktor 2.
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2. f(x) =sinz, g(x) = -sinx

1 1
Tada je g(z) = 3 f(z), odnosno A = 3 Amplituda grafa funkcije g se

smanjila za faktor 3
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10.4 Skaliranje u smjeru osi x

Neka je dana funkcija f i realni broj A\ > 0 i funkcija g za koju vrijedi
g9(x) = f(A-x), VoeD(f)

Graf funkcije g nastaje stezanjem (kontrakcijom) grafa funkcije f za faktor \ ako
je A > 1, odnosno rastezanjem (dilatacijom) grafa funkcije f za faktor \ ako je
0<A<L

Primjeri

1. f(x) =sinz, g(z) =sin2z

Tada je g(z) = f(2x), odnosno A = 2 i dolazi do stezanja grafa funkcije g.

y
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2. f(x) =cosz, g(z) = cos (%x)

1 1
Tada je g(z) = 3 f(z), odnosno A = 3 i dolazi do rastezanja grafa funkcije
g.
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10.5 Zrcaljenje obzirom na os x

Ako za funkcije f i g vrijedi
g(x) = —f(z), VxeD(f),

tada graf funkcije g nastaje zrcaljenjem grafa funkcije f obzirom na os x.

Primjeri
L f(x) =2  g(x) =2’

Tada je g(z) = —f(x) i grafovi ovih funkcija su osnosimentri¢ni obzriom
na os .

2. f(x) =z, g(x) =—Inz

Tada je g(z) = — f(x) i grafovi ovih funkcija su osnosimentri¢ni obzriom
na os x.
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10.6 Zrcaljenje obzirom na os y

Ako za funkcije f i g vrijedi
9(x) = f(—z), VaeD(f),

tada graf funkcije g nastaje zrcaljenjem grafa funkcije f obzirom na os y.

Primjeri
1. f(x)=2x+1, g(r) = -2z +1

Tada je g(z) = f(—=) i grafovi ovih funkcija su osnosimentri¢ni obzriom
na os y.

Tada je g(x) = f(—=x) i grafovi ovih funkcija su osnosimentri¢ni obzriom

na os y.
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10.7 Zadatci

Nacrtajte grafove sljedecih funkcija:

1. flz)=(x+2)*+1

2. f(z) = 2sin(x — g)
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3. flx) = e — 1
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5. f(z) = log%(l —x)
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11 Apsolutna vrijednost realnog broja

Apsolutna vrijednost realnog broja x, u oznaci |x|, je broj

| = z, x>0
] —z, z<0.

Svojstva
o |—al=e]
o r < |z
o [z y|l=lz[- |yl

[ ]
= I8
\
=
Ny
e
o

lz+y| < x|+ |y

lz —y| < x| + |yl

(lel <a) <= (~a<z<a)

o] = lyl| < = — ol
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11.1 JednadZzbe i nejednadzbe s apsolutnim vrijednostima

11.2 Zadatci
1. Rijesite jednadzbu: |22 — 4| = 3z — 1.

2. Rijesite jednadzbu: |2z — 3| — |z + 1| = bz — 10.

3. Rijesite nejednadzbu: = + |z| < 1.
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4. Rijesite nejednadzbu: [4 — 2z| + 6x > 0.

5. Rijesite nejednadzbu: |2z — 3| — |3z + 7| > 0.

> 2.

x—i—2‘

6. Rijesite nejednadzbu: (
o
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12 Pravac

Eksplicitni oblik jednadZbe pravca
y=kx+1

k - koeficijent smjera

[- odsjecaka na osi y

Implicitni oblik jednadZzbe pravca
Ar+By+c=0, A2+ B?>+#0

Segmentni oblik jednadzbe pravca
L Y

— 4+ = =1

m m

m - odsjecCak na osi x
n- odsjecaka na osi y

Uvjet paralelnosti dvaju pravaca

pl...y:kf1$+l1
pl...y:kgl'—l-lg

pl...Alx—i-Bly—i—Cl:O
pl...AQC(7+BQy+CQ:0

Uvjet okomitosti dvaju pravaca

pr...y =kix+ 1
pl...y:kgl‘—l-lg

pl...A1$—|—Bly+C’1:0
plAQJZ—I—BQy—f—CQ:O

y=kx+1

tg =k

Pl”Pz = k1 = ks

p1||P2 = A -By=A- B

pleQ‘:’kl'sz_l

P1 1 P2 — Al'A2+Bl'B2 =0

Jednadzbe pravca koji ima Kkoeficijenta smjera £ i sadrzi tocku 7'(xg, yo) glasi

y—yozk@?—xo)-

Jednadzbe pravca koji sadrzi dvije tocke 77 (x1, y1) i To(x9, yo) glasi

Yy—ihn =

To — X1

(x — x1).



Udaljenost d tocke T'(xg, o) od pravea Az + By + C' = 0 dana je formulom

d
1/1424_32

12.1 Zadatci
1. Nadite segmentni oblik jednadZbe pravca 2oz — 7y — 14 = 0.

2. Nadite jednadzbu pravca koji je paralelan s pravcem 3z — 4y + 15 = 01 koji
sadrzi tocku T'(2, 5).
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3. Zadana je familija pravaca A - x — 3(1 — A\)y + 5\ = 0, X\ € R. Nadite onaj
pravac te familiije koji je okomit na pravac 2x — 3y + 11 = 0.

4. Nadite jednadZbu pravca kojemu je odsjecak na osi y jednak -3 i koji prolazi
tockom A(2,5).
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5. Nadite sjeciSte S pravaca p, ¢ ako je dano
p... r+y—1=0

q... 2x + 3y +4=0.

6. Nadite jednadZbu pravca koji je okomit na pravac y = 2z — 3, a parabolu
y = 22 sijede u toCki s apscisom z = 2.
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